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Geneza acestei teze este strans legata de dezvoltarea domeniilor mele de cercetare
din ultimii 10 ani. Pentru a prezenta aceasta dezvoltare, ma voi referi pe scurt la teza
mea de doctorat. Am elaborat-o in perioada 1995-1998 la Universitatea Tehnica din
Darmstadt (Germania) sub indrumarea prof. dr. Karl H. Hofmann intr-un domeniu
foarte specializat, care include teoria Lie a grupurilor si semigrupurilor precum si
semigrupurile topologice. Pentru a rezolva cateva probleme ramase deschise in teza,
am initiat impreuna cu prof. dr. Wolfgang A.F. Ruppert (University of Life Sciences
din Viena) un proiect comun de cercetare axat pe studiul proprietatilor nelocale
ale subsemigrupurilor grupurilor Lie. Rezultatele obtinute in cadrul acestui proiect
(derulat pe parcursul a aproximativ 7 ani) si publicate in lucrarile mentionate in
introducerea tezei de abilitare au adus, pe de o parte, contributii interesante in acest
domeniu, iar, pe de alta parte, au solutionat problemele ramase deschise in teza de
doctorat. La scurt timp dupa finalizarea proiectului cu prof. W.A.F. Ruppert, am
fost intrebata de catre prof. dr. Varga Csaba, un coleg de-al meu de la Universitatea
Babeg-Bolyai, daca nu doresc sa ma alatur grupului de cercetare condus de el. Am
acceptat aceasta provocare, intrucat ea implica largirea domeniilor mele de cerce-
tare prin includerea si a altor aspecte functional analitice si topologice decat cele
tratate pana atunci. Mai exact, a fost nevoie sa ma familiarizez cu subiecte ce tin
de analiza neneteda si de analiza functionala aplicata. Am Inceput sa ma ocup de
studiul diferitelor probleme neliniare (in special de inegalitati hemivariationale si de
incluziuni diferentiale), in care sunt implicate functii local Lipschitz (agadar functii
ce nu sunt neaparat netede), cu ajutorul unor metode variationale si a teoriei punc-
tului critic. Rezultatele generale obtinute in lucrarile [2] si [5] legate de existenta
solutiilor multiple ale unor sisteme de inegalitati hemivariationale se pot aplica, in
cazul diferentiabil, la sisteme de tip gradient definite pe domenii nemarginite din R"
si In care intervine p-Laplacianul. Alte aplicatii ale rezultatelor noastre cu privire la
inegalitati hemivariationale vizeaza sisteme de tip Schrodinger, respectiv principiul
simetriei critice aplicat actiunii unui grup Lie compact pe anumite spatii Sobolev.
In lucrarea [2] am generalizat intr-un mod original (considerand o normi omogeni-
zata de tip Minkowski pe produsul a doua spatii Banach) rezultatele din [5]. Intr-o
lucrare urmatoare ce trateaza aceste subiecte ([6]) am folosit versiunea neneteda a
unui principiu variational al lui B. Ricceri pentru a demonstra existenta unui numar
infinit de solutii ale unor sisteme de incluziuni diferentiale.



Continuand aceste cercetari, Varga Csaba mi-a atras intr-o buna zi atentia asupra
lucrarii lui K.J. Falconer [11], intrebandu-ma daca nu se pot aplica teoreme abstracte
de punct critic de tip Ricceri la studiul ecuatiilor cu derivate partiale (EDP) definite
pe fractali. Prima mea reactie la auzul acestei intrebari a fost de uimire, intrucat nu
imi puteam imagina ca s-ar putea defini EDP pe niste multimi atat de nenetede cum
sunt fractalii. Cautand insa in literatura de specialitate, am descoperit ca domeniul
analizer matematice pe fractali, incluzand si EDP pe fractali, a aparut, de fapt, in
ultimii 30 de ani gi ca el este in continua dezvoltare. Mai exact, in ultimele trei decenii
ale secolului 20 a Inceput sa devina din ce In ce mai evident faptul ca multe fenomene
din lumea reala sunt cel mai bine modelate cu ajutorul unor structuri geometrice cu
aspect neneted, de exemplu cu ajutorul fractalilor. Se poate considera ca originea
domeniului analizei matematice pe fractali se afla in cartea lui B.B. Mandelbrot
[15], in care fractalii sunt propusi ca modele pentru diferite fenomene din fizica.
Ulterior, au fost dezvoltate de-a lungul anilor instrumente adecvate care sa permita
studiul acestor modele, adica a ecuatiilor diferentiale si a EDP pe fractali. Una dintre
principalele dificultati in studiul EDP pe fractali il constituie definirea unor operatori
diferentiali, de exemplu, a Laplacianuluil. A defini Laplacianul pe fractali presupune
a depasi anumite dificultati ce provin, in principal, din faptul ca nu exista notiunea
de derivata generalizata pentru functii definite pe fractali. De-a lungul anilor au
fost elaborate definitii ale Laplacianului, adecvate pentru diferite tipuri de fractali.
De exemplu, teoria elaborata de J. Kigami se poate aplica aga-numitilor fractali
post-critically-finite (fractali p.c.f.), iar cea a lui U. Mosco fractalilor variationali.

Odata ce Laplacianul a fost definit, au inceput sa fie studiate probleme elip-
tice (liniare gi neliniare) pe fractali. In ultimii 20 de ani au fost aduse foarte multe
contributii in acest domeniu (a se vedea referintele bibliografice amintite in intro-
ducerea tezei de abilitare).

Asa cum a fost mentionat anterior, primul meu contact cu EDP pe fractali a fost
prin intermediul lucrarii [11]. Studiind aceasta lucrare, s-a dovedit foarte repede ca,
pentru a intelege fenomenele implicate in EDP pe fractali, este nevoie ca mai intai
sa se lucreze pe un exemplu concret, pe care sa se poata verifica teoria generala.
Aceasta m-a condus la lucrarile [12] si [13], in care sunt tratate probleme eliptice pe
fractalul numit Sierpinski gasket, numit in continuare fractalul Sierpinski. Acesta
din urma joaca un rol important in teoria fractalilor, pentru ca este un exemplu
tipic pentru un fractal p.c.f. Lucrarile [12] si [13] au influentat in mod considerabil

'Este demn de mentionat faptul ci Laplacianul pe fractali a aparut initial in fizica, in studiul
efectelor de filtrare precum si a diferitelor procese de transport (atat in domeniul mecanicii clasice,
cat i in cel al mecanicii cuantice). Ulterior, Laplacianul pe fractali a devenit subiectul unor intense
cercetari matematice.



cercetarile ulterioare in domeniul EDP pe fractalul Sierpinski, intrucat ele propun
o abordare care se preteaza foarte bine la aplicarea metodelor variationale. In ceea
ce privegte ingredientele de baza necesare definirii problemelor eliptice, lucrarile [12]
si [13] se bazeaza pe constructia lui Kigami mentionata anterior (adica cea care
se aplica fractalilor p.c.f.). Avand definitia Laplacianului pe intervalul [0, 1] drept
model, Kigami a introdus in [14] notiunea de Laplacian pe fractalul Sierpinski din
R™. Asa cum este mentionat si in teza, lucrarile [12] si [13] nu utilizeaza in mod
direct Laplacianul introdus de Kigami, ci un alt operator, a carui constructie se
bazeaza insa pe notiuni introduse in lucrarea [14]. Pornind de la ideile dezvoltate
in lucrarea [14], in [16] se propune o alta abordare pentru a introduce notiunile
fundamentale, mai exact functiile armonice si o anumita forma de energie, necesare
definirii problemelor eliptice pe fractalul Sierpinski. Aga cum reiese din [16], aceste
notiuni sunt o consecinta fireasca a procedeului prelungirii armonice, procedeu care
este fundamental pentru a introduce acel spatiu de functii pe fractalul Sierpinski
care corespunde spatiilor Sobolev in cazul domeniilor deschise din R™.

Dupa aceasta scurta introducere in tematica tratata in aceasta teza, voi prezenta
in continuare continutul ei. Capitolul 1 este dedicat unei prezentari de ansamblu a
tezeil precum si a modului in care am ajuns sa ne ocupam de probleme eliptice pe
fractali.

In Capitolul 2 sunt introduse conceptele de baza necesare studiului problemelor
eliptice pe fractalul Sierpinski. In Sectiunea 2.1, dupa ce se reaminteste mai intai
definitia fractalului Sierpinski in R” (notat in continuare SG) ca fiind punctul fix al
unei anumite functii definite pe P(R"), se stabilesc cateva proprietati de baza ale
sale, care sunt consecinte ale definitiei si care vor fi utilizate in continuare?. Sectiunea
2.2 este consacrata prezentarii atat a procedeului prelungirii armonice, cat si a unor
consecinte ale acestuia. In timp ce in Sectiunea 1.3 din [16] procedeul prelungirii
armonice este descris doar pentru fractalul Sierpinski din R (adica pentru intervalul
[0,1]) si pentru fractalul Sierpinski din R? (adicd pentru triunghiul lui Sierpinski),
Teorema 2.2.3 din teza (si care provine din lucrarea [1]) este adevarata pentru SG
in orice spatiu R" (n fiind un numar natural nenul). Procedeul prelungirii armonice
conduce in mod natural la o forma de energie W pe spatiul functiilor reale definite
pe o submultime densa a SG, precum si la functii armonice de nivel m, pentru fiecare
m € N. Principalul rezultat al Sectiunii 2.3 il constituie Teorema 2.3.4, in care se

2 Auto-similaritatea fractalului Sierpinski (exprimata in descompunearea sa in celule de nivel m,
pentru fiecare m € N), adica faptul ca proprietatile fractalului se regésesc in fiecare dintre celulele
sale este, in opinia mea, principala insusire care compenseaza lipsa structurii netede a SG. Aceasta
auto-similaritate (ce poate fi descrisd si ca un fel de simetrie) permite dezvoltarea teoriei EDP pe
SG, intrucat sta la baza definirii tuturor conceptelor necesare pentru aceasta teorie.



arata continuitatea de tip Holder a functiilor de energie finita. Cu toate ca expo-
nentul care intervine in conditia Holder este amintit spre exemplu in [12], nu am
gasit in literatura de specialitate o demonstratie a acestui fapt in spatii euclidiene
de dimensiune n > 3. In schimb, Teorema 2.3.4 este adevarata in orice spatiu de
dimensiune finita nenula. Continuitatea de tip Holder a functiilor de energie finita
permite prelungirea continua a acestora la intregul SG. Notand cu V := SG, in
Sectiunea 2.4 este introdus spatiul H}(V) de functii reale pe SG, care constituie
analogul 1n cazul fractal al unui spatiu Sobolev. Sunt demonstrate cele mai im-
portante proprietdti ale spatiului Hj(V) (generalizand rezultatele corespunzitoare
stabilite in [16] pentru dimensiunile 1 gi 2), anume ca, inzestrat cu produsul scalar
care genereazd forma de energie W, spatiul H}(V) devine un spatiu Hilbert real
care poate fi scufundat compact in spatiul functiilor reale continue definite pe SG,
Inzestrat cu norma supremum. Aceasta scufundare compacta (care este o consecinta
a continuitatii de tip Holder stabilita in Sectiunea 2.3) este, de fapt, cheia de baza
care permite aplicarea metodelor variationale la studiul problemelor eliptice pe SG.
Cu toate cd spatiul H'(V) nu este utilizat in restul lucrarii, am inclus in Sectiunea
2.4 si proprietatile de baza ale acestuia, pentru ca el va fi important pentru cercetari
ulterioare (de exemplu, el va interveni in studiul problemelor Neumann pe SG).
In Sectiunea 2.5 se introduce spatiul Lebesgue L*(V,u), care este in mod natural
asociat cu fractalul Sierpinski din R", pentru ca p este masura Hausdorff (normali-
zatd) %—dimensionalé pe SG. (Mentionam ca hl(IZ—;rl) este dimensiunea Hausdorff
a fractalului Sierpinski din R™.) De asemenea, este de remarcat faptul ca nu este
neaparat necesar sa se lucreze cu aceasta masura particulara pe SG. Tot ceea ce
urmeaza (incluzand si aplicatiile din Capitolul 3) raméne valabil in cazul oricarei
masuri pe SG care satisface conditiile din Propozitia 2.5.1. Fiecare astfel de masura
va induce (aga cum este descris in Sectiunea 2.6) un Laplacian. In Sectiunea 2.6
este definit Laplacianul slab 3. Avantajul Laplacianului slab consta in faptul ca el
poate fi definit cu ajutorul unor metode ale analizei functionale. In Sectiunea 2.6
este prezentat cadrul general care sta la baza definirii acestui operator?.

Capitolul 3 este dedicat studiului problemelor eliptice pe SG. Rezultatele ge-
nerale stabilite la inceputul Sectiunii 3.1 scot in evidenta faptul ca scufundarea
compacta a spatiului Hj (V') in spatiul functiilor continue definite pe SG conduce
la secvential semicontinuitatea inferioara (in topologia slaba) a functionalelor de
energie atagate problemelor eliptice pe SG (o proprietate ce este esentiala pentru a

3 Adjectivul slab a fost introdus in [12] si [13] pentru a distinge acest operator de Laplacianul
construit de Kigami in [14].
4Ne agteptim ca acest cadru general si furnizeze Laplacianul slab in cazul oricirui fractal p.c.f.



stabili existenta solutiilor acestor probleme cu ajutorul unor metode variationale).
In Sectiunea 3.2 sunt introduse atat problemele eliptice pe SG cu conditii Dirichlet
zero la frontiera precum si notiunea de solutie slaba a acestor probleme. In Sectiunile
urmatoare 3.3, 3.4, 3.5, 3.6 si 3.7, bazate pe lucrarile [3], [4], [7]-[10], sunt studi-
ate diferite probleme eliptice pe SG. Asa cum este evidentiat in introducerea tezei,
metodele utilizate de noi difera de cele folosite de alti autori pentru a studia pro-
bleme eliptice pe fractali. Astfel, in Sectiunea 3.3 utilizam o metoda introdusa de J.
Saint Raymond pentru a arata existenta unui numar infinit de solutii slabe ale unor
probleme Dirichlet pe SG. Sectiunile 3.4-3.6 trateaza probleme Dirichlet pe SG ce
depind de parametri. Demersul nostru pentru a dovedi existenta unui numar finit
de solutii slabe ale unor probleme Dirichlet pe SG care depind de unul, doi sau trei
parametri se bazeaza in principal pe niste teoreme abstracte de multiplicitate, mai
exact pe teoreme de punct critic stabilite recent de catre B. Ricceri. In Sectiunea
3.7 este folosit tot un asemenea rezultat stabilit de catre B. Ricceri pentru a studia
sisteme de tip gradient pe SG, depinzand de un parametru. Din cate stiu, Teorema
3.4.2 gi Teorema 3.7.7 reprezinta primele aplicatii in cazul EDP pe fractali, resp.
in cazul sistemelor eliptice pe fractali, ale unor teoreme de tip Ricceri, care asigura
existenta unui numar finit de puncte critice. (Mentionam ca in literatura de specia-
litate exista numeroase aplicatii ale acestor teoreme la studiul problemelor neliniare
definite pe domenii deschise din R™.)

Aplicarea, 1n cadrul tezei, a tuturor acestor tehnici variate la studiul problemelor
eliptice pe SG evidentiaza faptul ca metode consacrate pentru a studia existenta si
multiplicitatea solutiilor EDP definite pe domenii deschise din R"™ pot fi utilizate
cu succes si in cazul EDP pe fractali. Pentru aceasta este insa nevoie ca aceste
metode sa fie adaptate fractalilor, ceea ce (aga cum reiese in special din rezultatele
principale ale Sectiunilor 3.6 i 3.7) se poate realiza aplicand Lema lui Urison si
utilizand anumite proprietati ale spatiului de tip Sobolev Hj (V) in care se cauta in
acest caz solutiile (slabe) ale problemelor studiate.

In Capitolul 4 sunt prezentate cateva teme de cercetare, care au aparut in mod
natural in timpul studiului problemelor eliptice pe SG. Asa cum reiese din teza,
unele dintre aceste teme constituie deja subiectul unor cercetari, altele vor fi tratate
n viitor.

Tratand probleme eliptice neliniare pe un fractal, rezultatele acestei teze com-
pleteaza si complementeaza teoria problemelor eliptice neliniare definite pe domenii
deschise din R™. De asemenea, a ne familiariza si a intelege fenomenele care apar in
cazul EDP pe SG, este primul pas pentru a studia aceste probleme in cazul general
al fractalilor p.c.f.

In incheiere amintim doar referintele bibliografice mentionate pe parcursul aces-



tui rezumat. (Lista completa a referintelor bibliografice poate fi consultata la sfarsitul
tezei.)
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